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RESUME.Joint & une évolution technologique en efferveseefes nouvelles possibilités de
représentation des phénomenes de I'espace et deed@ermettent de simuler des situations
difficiles d'accés au quotidien ou dont la mandésin demeure éphémere. Afin de soutenir
le développement d’'une compétence de modélisatien Kéléve de la fin du college au
début du lycée, nous posons deux situations-prasén’aide du logiciel géogébra 3D. Le
premier probleme, dit du lampadaire, repose sur giteation d’optimisation géométrique
qui se traite conjointement en deux et en troisedisions, tandis que le second probléeme
simule la recherche d’'un état d’équilibre avec derlousse en trois puis en deux dimensions,
dans une logique qui prolonge quelques considématisur les nids d’abeille. Notre propos
vise a montrer l'effet de la modélisation instruréen sur les conceptions a priori en
considérant la coordination des opérateurs mis enregules systemes de représentation
employés et des structures de contrdles mobildaes I'interaction entre I'éléve et le milieu
informatique. La question de I'articulation entresldémarches inductives et déductives est
abordée, tout comme celle de la représentation glutnomene tridimensionnel sur un écran
plat. Enfin, des propositions d’aménagement dudiegjiseront sollicités dans la mesure ou
celui-ci contribue a la quéte d’un espace de trag@bmeétrique idoine.

ABSTRACT

MOTS-CLES mots significatifs en lien avec le propos.
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Introduction

La notion de modéle en mathématique est probablemessi ancienne que la
science géométrique. Alors que l'on cherchat a ésmrter toutes sortes de
situations, d'objets et de structures du monde tésl Anciens purent simuler la
réalité du monde de I'espace et des formes et aimaliper sur ses propriétés. Mais
qui dit modélisation dit aussi simplification, ceuigdonne au modele des
caractéristiques qui lui sont propres, en touteéfprmshdance de réalité originelle.
C’est-a-dire que la géométrie, dans son interpoétadt ses traitements, se comporte
comme une nouvelle réalité, a la fois abstraitesdamnlogique et concréte dans ses
modes de représentation. Et depuis l'avénement Idgiiels de géométrie
dynamique, le modéle géométrique semble de réiaveotfrant méme un espace de
simulation au sein du modéle qui devient une adaété.

Dans ce qui suit, nous partons des acceptionsiaqless des processus de
représentation de modélisation (section 1) afiledeappliquer a la constitution d’'un
logiciel de géométrie dynamique tridimensionnel,gkogébra-3D, pour lequel le
développement informatique cherche a rapprochemedeles géométriques a la
réalité de linstitution scolaire (section 2). Noumroduisons ensuite trois notions
clefs, issues de la didactique des mathématiquextiga 3), de facon a soutenir
I'exploration de deux situations d'interaction enttes mathématiques et sa
didactique (section 4). Nous terminons sur quelqessidérations générales qui
visent a projeter le développement logiciel veengeignement-apprentissage des
mathématiques a la fin du collége et au début déely(section 5).

1. Quelques références théoriques

1.0. Représentation et modélisation : deux processharniéres aux cceur de
I'apprentissage de la géométrie

Dans un méme contexte géomeétrique, les notions egeésentation et de
modélisation peuvent prendre des sens forts différéu point de vue de la théorie
des signes (perspective sémiotique), le dessinrestodéle de la figure (au sens de
représentation sémiotique), cette derniere étantolojet mathématique issu du
modéle euclidien (au sens de théorie représenta@e)double jeu autorise la
multiplicité des processus de représentation esigeification du registre figural
(Richard, 2004a). C'est-a-dire que si un méme olgébmétrique peut étre
représenté par des unités figurales différentesp&me support peut étre utilisé pour
différents modéles. Ainsi, on peut «voir» qu’'un siesest effectivement un carré a
cause de son apparence visuelle (approche syntbtoy parce que I'on peut en
établir la nature par le raisonnement (approchéytimae). A l'inverse, qu'il soit
dessiné sur papier ou visible par I'activation deels a I'écran d’'un ordinateur, ce
méme carré peut en représenter un en géométrieliende ou bien représenter un
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cercle en géométrie du chauffeur de taxi (modedpiré des travaux de Minkowski
(Krause, 1986)).

La distinction entre «matérialisation» et «modélexa figure permet notamment
de souligner I'autonomie de 'ordre symbolique d@né par le dessin de ce qu'il est
censé signifier, en ce sens qu'un dessin géométrigant lui-méme constitué de
formes, il peut étre son propre modéle, tel undaitné. Avant d'illustrer dans une
situation d'apprentissage les effets producteunga@ticteurs dans la représentation
figurale, nous introduisons la modélisation du pale vue de la formation des
sciences (perspective épistémologique). Selon Rg&R008), lorsqu’on utilise les
mathématiques pour modéliser le monde ou certa@rsed aspects particuliers :

Le mot «modéle» est alors pris dans le sens de représentatemaljets mathématiques
jouent le role des objets réels, et de leur cosaaise on espére tirer une compréhension
du monde réel lui-méme. Lorsque la modélisation @stecte, I'étude du modéle
mathématique donne des informations sur la sitoatiobjet ou les structures que vise le
modele. Ces informations peuvent provenir de I'émmdéématique du modeéle, ou bien
de son utilisation pour mettre au point des prognasi informatiques qui, lorsqu'ils
fonctionnent, simulent la situation, l'objet ou $&ructure modélisée. On peut ainsi
modéliser le monde physique par un espace eucliBedimension trois (ou quatre pour
prendre en compte le tempg)n peut ensuite modéliser un satellite tournadwr de la
Terre par un point dont les coordonnées varientim@ment en fonction du temps, etc.

La superposition des deux jeux de la représentatibaau étre cohérente, son effet
dans une situation de modélisation peut aussi diien dans une direction comme
dans une autre. Par exemple, a un groupe d’étsdiEni® année en formation des
maitres, on a posé le probléme intituéchévre et la cordsous la forme présentée
a la figure la. La question tout en bas demandeatiéliser une situation suivant
ses deux acceptions (traduction du catalan «faiee éiude» et «faire un dessin»)
dont le contexte parait s'ancrer dans la réaliténtiensionnelle. Néanmoins, au lieu
de proposer une image de celle-ci, I'énoncé offiedp un dessin aux allures
géomeétriques qui compléte une bréve descriptiobaler

Par équipe de deux, les étudiants ont retourné tyges de solution, soit douze
fois le modele A (figure 1b) et onze fois le mod8lgfigure 1c). Il est facile de
condamner en partant le modéle B, d’autant pluslemeodéle A colle a l'intention
initiale de la question et que le dessin montrerefnge «solide», suggéré par
'ombrage intérieur, au contour visiblement carg.pour certains, le dessin agit
essentiellement comme un fait, voir une sorte @dditééprémodélisée (modele A),
pour d'autres I'absence de la réalité semble &irecaur de leur approche (modéle
B). Par exemple, au cours de la résolution, on @odemandé si le refuge avait des
murs ou quelle en était la hauteur, et méme s'iivad y avoir du fourrage a
lintérieur de I'enceinte. A notre avis, ce type gigestionnement est nécessaire dans
une démarche de modélisation, sous peine de teveija a partir d’'une réalité
modélisée (Richard, 2010a et b). De plus, pour cquix connaissent bien la
montagne, il faudrait avoir de linformation sur taorphologie du terrain, les
obstacles possibles ou la forme méme du refugellédies, la figure 1d est une des
premiéres images de refuge que nous a retournéotleumde recherche Google.
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L’herbe sur son toit et sa forme organique noupelent la difficulté de modéliser
géométriquement une réalité physique et combierefmésentation dans le plan
d’'une réalité tridimensionnelle peut engendrerrdedeéles différents en classe.

La cabra i la corda L

Lacabraila corda
Una cabra esta lligada amb una corda de 7 metres en un extrem del refugi del seu pastor. i
Al seu voltant té la zona de pastura per alimentar-se. Una cabra esta lligada amb/ina corda de 7 metres en un extrem del refugi del seu pastor.
Al seu voltant té la zona de/pastura per alimentar-se.

(¢

Y
ey
AN

-
W

1. Feu un estudi que expliqui quina és la regid on la cabra accedeix a menjar i feu-ne un esbos

pintant aquesta regio 1. Feu un estudi que expliqui quina és la regid on Ia cabra accedeix a menjar | feu-ne un esbos

pintant aquesta regio.
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Figure 1.a, b, c et dEnoncé de la situation, modéle A, modéle B et anrefuge.
Des images agrandies et la traduction du texte@me/ent en annexe.

1.1. Géogébra 3D : un outil en évolution

Le développement de géogébra 3D en tant que lbgieigéométrie dynamique
tridimensionnelle s'inscrit dans la foulée du greitl libre géogebra (GGB). En
bout de piste, il s'intégrera a la version 5.0 dgidiel sourcé, ce qui permettra en
toute transparence la mise en ceuvre de situati@esnéfriques qui integrent
simultanément la représentation figurale dans #n,pla modélisation numérique
d’'objets géométriques en déplacement (fenétrestkedg et «tableur»), le calcul
formel et la représentation dynamique dans I'espdost I'opportunité de montrer
des coupes transversales. Dans notre propos, reusoms pas en amont dans la
subtilité des modéles mathématiques nécessairésxa@rdice de programmation
informatique ni dans celle des modéles discretsladeeprésentation d'objets
géomeétriques a l'interface de 'ordinateur. Noust@as en aval pour constater I'effet
du logiciel lorsqu’il est en interaction avec urdividu, que ce soit en vue de

1 pour connaitre I'état actuel, voir <http://www.gebra.org/trac/wiki/GeoGebra3D>.
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situations didactiques ou d'activité de résolutam probleme. En revanche, cette
interaction présumée dans un contexte scolaire aestorigine des choix
informatiques pour le perfectionnement de géog8irace qui veut dire que nous
solidarisons les modéles précédents par un modEgeréntissage de la géométrie.

1.2. Les interactions apriori entre I'éléve et lalmau

Si les connaissances mathématiques ne sont passjnii@éve possede tout au
moins une capacité a analyser, a raisonner et anoamuer des idées qui se
rapportent fondamentalement a la culture mathémat{§1SA, 2006), qu'il s'agisse
au regard de la quantité, I'incertitude, les véoia et les relations, ou I'espace et les
formes. Cependant, I'éleve a été engagé trés tid da scolarité a poser, formuler
ou résoudre des problémes au sein de modéles nwthaes pour lesquels il a di
en interpréter les solutions. Que ce soit en rép@nane intention d’enseignement
ou un questionnement personnel, c’est donc eraictien avec un milieu porteur de

connaissances mathématiques que I'éléve a pu alémsiennes.

Dans ce qui suit, nous utilisons la notion de milien tant que concept
unificateur de I'ensemble des supports qui véhituleles connaissances
mathématiques lorsque ceux-ci sont en interacti@t ain éléve, que ce soit des
systémes de signes, des outils, des mises en scetmut autre matériel a usage
didactique, depuis les documents papiers jusquaédias électroniques. En outre,
nous Yy introduisons la contribution intellectuelle collaborateurs ou de situations
(avec personnages) dont lintention fondamentalestn’pas I'enseignement de
contenu ou de méthodes mathématiques, en autantejsmit en réaction aux
propositions de I'éléve dans une perspective dampssage. Ainsi, le milieu se
constitue de composantes matérielles et intelldetuet il en considére les apports
cognitifs providentiels, comme regarder la répotiaes un solutionnaire, consulter
une piste de solution proposée, invoquer un oraiclgéométrie dynamique ou une
fonction en calcul symbolique (milieu matériel); dapport d’arguments d'un
compagnon collaborateur ou du maitre qui cherateda@cer, sous une forme ou une
autre, un processus de résolution bloqué (milieellectuel). De plus, au cours d’'un
question lancée par un éléve, le reste de la ctass@déré comme un tout fait partie
notamment du milieu intellectuel par rapport a €étve. Dans la perspective d'un
milieu & la fois matériel et intellectuel, l'intetion éléve-milieu se considére alors
hors des situations proprement didactiques (Brauss&998) et c’est I'éleve qui
souhaite faire évoluer la connaissance de son @mpuvement.

Si les connaissances mathématiques opératoiregg@mete I'interaction entre
I'éleve et le milieu, la littérature didactique effre un double éclairage sur ces
interactions (figure 2). Lorsque c’est I'éléve gu'egarde au premier plan, la notion
de conception (Balacheff et Margolinas, 2005) pérehe rendre compte d’'une
instance de la connaissance de I'éléve, qui singigt par la représentation et les
traitements qu’elle mets en ceuvre et les contrdléslle mobilise, et dont la porté
est locale, attestée sur un domaine de validitéeficacité particulier. En résumant
la conceptionC par I'égalitéC = (P, R, L,Y), ces auteurs caractériséhitpar un
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ensemble définitoire de problemes (P) pour lesqed#ts apporte des outils de
résolution (R) en s’appuyant sur des systéemes mtesentation (L) et une structure
de contréle X)) qui permet jugements et décisions. Autrementalisque s’exerce la
conceptionC durant la résolution d'un probléme P suivant uisaianement
traditionnel ou a l'interface d'un logiciel, R dsxpression du raisonnement, rendu
avec le type de langage L et issu du type de raitéry .

By ‘4

Milieu

a

Elave

Conception Espace de travail

Q) )
\ Y 4

] &

Figure 2. Deux éclairages du systéme éleve-milieu

Par ailleurs, lorsque c’est le milieu que I'on nefgaau premier plan, la notion
d’'espace de travail mathématique (Kuzniak, 2009)npé de rendre compte de
I'environnement qui amorce la genése des connaissamathématiques a partir
d’'une articulation entre un référentiel théoriqdes objets géométriques et un milieu
matériel. Pour cet auteur, I'espace se structuer da mise en réseau de trois
composantes, soit un ensemble d'objets, un ensedttéfacts et un référentiel
théorique. Toutefois, afin d'y adjoindre le miligntellectuel et de considérer
conjointement dans cet environnement une démareh&étbve en instance de
réalisation, nous reprenons ici le modeéle d'esphcéravail géométrique de Coutat
et Richard (2011), dont les composantes et lesegsus sont étayés a la figure 3.
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Représentation
Représentant <+ > Preuve
P! Asbstraction

Analyse Induction
Visualisation Devolution
Synthése Déduction
Sujet épistémique
Instrumentation
Genése vidéo-igurale Genése discursivo-graphique
Genese instrumentale
Figuration Institutionnalisation

Interprétation

Espace réel et local Référentiel

Mathematisation i

Exécution Contribution

Instrumentalisation

Restructuration Conception

Figure 3. L'espace de travail géométrique selon Coutat eh&id (2011)

Milieu épistémologique

2. Exemples d’interactions possibles dans le trailgent de deux problémes

2.1. Les jardins de Madrid

Le probléme de départ consiste a situer un lampagaiur éclairer au mieux un
jardin public de forme triangulaire. Ce problémenduwit & la notion de cercle
circonscrit, comme le montre la « vue de desstiguré 4a). Nous nous intéressons
également a linsertion effective du lampadairesdégspace en trois dimensions
(figure 4b).
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Figure 4.a et b.Jardin public : « vue de dessus » et en trois dsiens

En tenant compte également des immeubles envirtg)n@m obtient une
représentation plus riche (figure 5).

Figure 5. Situation avec immeubles environnants

La lumiére projetée sur les facades et les toitse calors des coniques,
notamment des hyperboles, des paraboles et ddexcéigure 6).
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Figure 6. Coniques d’intersection du faisceau lumineux

Nous pouvons étudier ces coniques dans les plgpongs aux facades, et
notamment afficher leurs équations dans des repégasentrés (figures 7a, b, c, d).
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[5s] [&] [ ][4]
= faceDEGH
@ cercle : 1x2 + 1y
= plan créé a partir de facelRQ
2 hyperbole : x* —y* = —1.44
= polyd
3 parabole : x> — 8.2y = —5.25

Figure 7.a, b, ¢, d.Vues de la situation dans les plans des facadksrées et
équation des coniques dans les repéres rapporté&s dlans.

2.2. Les abeilles et les bulles

2.2.1. La géométrie du gateau de cire

Un gateau de cire présente deux coOtés, constimiédubes » dont les ouvertures
forment un pavage hexagonal. Ces tubes sont Iesanidond desquels les abeilles
déposent leurs ceufs. L'interface entre ces deuds ¢cdest pas plane : chaque tube se
termine par trois losanges, comme une moitié décaitdre rhombique (figure 8).

Cette configuration semble non seulement optinlseaquantité de cire utilisée,
mais également permette la meilleure proximité degfs, et donc réduire les
déperditions de chaleur.
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Figure 8. Nids d’abeilles (deux nids et un ceuf de chaqué) cot

Nous partons donc de cette question : étant domn€ephére, inscrite en partie
dans un prisme droit a base hexagonale réguliare fermeture » du prisme en
dodécaedre rhombique est-elle optimale ?

Figure 9. Vues d’'un nid d’abeille avec un ceuf

2.2.2. Probléme 1 : refermer le prisme a l'aidend'ypyramide

Nous avons donc une sphére inscrite en partie danprisme droit a base
hexagonale (figure 10a). Pour des raisons de coiténatbus avons placé la base
du prisme dans le plan xOy. Nous cherchons a refeten prisme a l'aide d'une
pyramide réguliére (figure 10b).
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Figure 10.a et b.Présentation du probléme et résolution.
Une figure approchée permet de conjecturer le dieypoint ou une face de la
pyramide est tangente a la sphére (figure 11).

Figure 11.Résolution approchée : le triangle coupe la sphéeton un cercle
centré sur le plan médiateur du segment [GH]

Tout se passe donc dans le plan médiateur du sefBidh; dans la face GHS
de la pyramide, la médiatrice de ce segment egetda a la sphére, donc au cercle
intersection de la sphére et du plan médiateuitribagle MPO est rectangle en P,
nous en déduisons la construction du sommet S ggrémide (figure 12a). Nous
retrouvons cette construction dans la vue en petispe(figure 12b).
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Figure 12.a et b.Construction du point S dans le plan et vue dasphce

Ce probléeme est une premiére approche de la goedtionid d'abeille, la
construction demandée est faite a partir d'unaxistimple: sphére et prisme ouvert.

Un possible prolongement est la recherche de léacrminimale. Elle se
ramene au calcul de la hauteur MS en fonction delageur du prisme ; a l'aide du
théoreme de Pythagore, nous modélisons les vargapar une fraction rationnelle
relativement simple a étudier (figure 13).

0

Figure 13.Surface d'une face du prisme ajoutée a la surfdeme face de la
pyramide, en fonction de la hauteur du prisme
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2.2.3. Probléme 2 : refermer en nid d'abeille

La figure cherchée repose sur un postulat de signéits'agit donc de construire
trois losanges ayant un sommet commun situé daxs tle la figure. Les autres
sommets sont situés sur les arétes latérales dm@ri par symétrie ils sont situés
alternativement sur deux plans orthogonaux a Ifigere 14a). Il s'agit donc de
construire I'un des trois losanges. Dans ces dondijtla position d'un des sommets
du losange, par exemple celui situé le plus basctérise la solution proposée
(figure 14b).

Figure 14.a et b.Fermeture du nid d'abeille : solution et préseidat
Nous partons donc ici du point H ; il vient égaleingue le point de tangence P

est dans le plan contenant H et I'axe de la figai@ns ce plan, la construction est
similaire a celle du probléme 1 (figure 15a et b).
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Figure 15.a et b.Construction dans le plan et vue dans I'espace

Ce probleme peut également se prolonger sur latignede I'optimisation de
l'aire. Dans une approche analytique, la fonctstrpéus difficile & étudier (présence
de radicaux) ; il est cependant remarquable gsell#ion optimale coincide avec le
dodécaédre rhombique.

2.2.4. Bulles et mousses

Nous nous intéressons ici a la géométrie des bdlle® mousse homogene trés
compressée. Dans ces conditions, les bulles preraeforme de dodécaédres
rhombiques et peuvent ainsi paver I'esgaéference)(figure 16).
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Figure 16.Quatre bulles ; en noir : section plane formantpavage hexagonal

Nous étudions dans un premier temps un plan deecsup quatre bulles
voisines. Dans un état stable, cette coupe degsisiee hexagones réguliers (figure
17a). Ces bulles peuvent « rouler » les unes suaudéres, en passant par une phase
trés instable (figure 17b) qui bascule dans un abéguilibre stable (figure 17¢).

ob — —|-— ey

Figure 17.a, b et cGlissement des quatre bulles.

Durant ce glissement, les sections ont une airstante, et leurs centres forment
un parallélogramme ABDC dont la base [CD] et latbaucorrespondante sont de
mesures constantes.

Nous cherchons a retrouver la forme des sectioms dautes les phases
intermédiaires ; les constructions ci-aprés sottess entre la phase initiale et la
phase instable ; nous n'étudions que la bulle dge®, les autres s'en déduisant par
translation.

Lors de la transition, l'interface entre les buli@®t B disparait : les c6tés situés
en haut a droite de chaque hexagone vont doncrdisyga Ci-apres (figure 18a) une
représentation des trois phases: initiale (en yvertgrmédiaire (en noir) et instable
(en rouge).

Journées mathématiques IFE-ENSL 2011 - INRP de Lyon



18

Le sommet Mtransite donc du sommet M au sommet M'. Nous acbossi de
le placer de la maniére la plus simple, en le d&fant comme barycentre de ces
deux points (figure 18a). Dans ces conditionsyd'ale I'hexagone n'est pas
conservée, car le triangle/NP est plus petit que le triangle MNP (figure 18b).

Nous construisons le point Mle sorte que les droites (M;) et (NP) soient
perpendiculaires, et que les triangles NMP et;Riient la méme hauteur. Ces deux
triangles ont donc la méme aire (figure 18c).

Il suffit maintenant de construire les trianglesMNet M,P,P, respectivement de
méme hauteur que les triangles N#{'et MM'{P, et en plagant les points & R
respectivement sur les droites (NQ) et (PR) (figagd). Les points Net R
fournissent alors la transition des sommets N dePhexagone. Les trois sommets
manquants se déduisent par symétrie de centre D.

M M

Figure 18.a, b, ¢, d.Transitions de la bulle de centre D et construtties points
de transition

Nous obtenons ainsi les transitions suivantesrgig®).

Journées mathématiques IFE-ENSL 2011 - INRP de Lyon



19

Figure 19.Phases de transition des quatre bulles entre d¢ats stables

Nous pouvons appliquer la premiére moitié de cetsmsition au réseau
tridimensionnel présenté en introduction (figuré.20

Figure 20. Transitions sur le réseau tridimensionnel
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Il reste & déterminer le déplacement des bullegest sur le plan supérieur par
exemple ; ce déplacement induit également la slgtda déformation jusqu'a la
phase stable finale.

Conclusion

(..
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Annexe

Voici la reproduction agrandie et la traduction figeres 1a a 1d.

La cabraila corda

Una cabra esta lligada amb una corda de 7 metres en un extrem del refugi del seu pastor.
Al seu voltant té la zona de pastura per alimentar-se.

4 metres

6 metres

7 metres

1. Feu un estudi que expliqui quina és la regi6 on la cabra accedeix a menjar i feu-ne un esbods
pintant aquesta regié.

Figure 1a.Enoncé de la situation.

La chévre et la corde

Une cheévre est attachée avec une corde de 7 maétiesut du refuge de son berger.
Tout autour il y a une aire de paturage pour serirou

[Figure : refuge du berger; 4 métres; 6 metresgtes]

1. Faites une étude qui expliqgue quelle est laorégiu la chevre peut manger et indiquer a
I'aide d’une esquisse ou se trouve cette région.
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La cabraila corda

‘ ina corda de 7 metres en un extrem del refugi del seu pastor.
pastura per alimentar-se.

=

Una cabra esta lligada amb
Al seu voltant té ia zona d

Bmetres

7 metres

1. Feu un estudi que expliqui quina és la regi6 on la cabra accedeix a menjar i feu-ne un esbds
pintant aquesta regio.

Figure 1b. Modéle A.

[Dessin: aire 3; aire 2 et aire 1]
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-

Figure 1c.Modéle B.
La chévre et la corde.

[Dessin: refuge; 6 m; 4 m; 7 m]

Journées mathématiques IFE-ENSL 2011 - INRP de Lyon



24

Figure 1d. Un vrai refuge.

Source: http://www.isaro.com/FotosValleTena/pagina/RefdgDen%20La%20Ripera.htm

Refuge du Berger a La Ripera
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